Boros Béla*

Az euklidészi geometria alkalmazésa
a relativisztikus sebesseg 0sszeadasaban

Absztrakt: Jelen dolgozat egy tisztdn a matematika nyelvén is megfogalmazhatd kér-
désre ad egy lehetséges valaszt. A kérdés igy hangzik: definialhat6-e a c sugarl nyilt
gbmb megengedett vektorainak halmazan egy kétvaltozos belsé miivelet (Gsszeadas),
amely ezen a halmazon kommutativ csoportot alkot? A kérdésben szerepld megengedett
vektor a haromdimenzios euklidészi tér egy tetszoleges c sugaru nyilt gombjében olyan
vektor, amelynek kezddpontia a gomb kézéppontja, végpontja pedig egy belsé pont. A
belso miiveletet pedig ugy értelmezziik, hogy barmely két megengedett vektor dsszege is
megengedett vektor. A dolgozatbol latni fogjuk, hogy a bemutatasra keriilé eljaras
végén definialhatd egy d6sszeadas, amely kommutativ csoportot alkot a megengedett
vektorok halmaza felett.

1. A koordinéata rendszerek megvalasztasa

Legyen az a és B két parhuzamos sik az euklidészi haromdimen-
zios térben. A két sik kozotti tAvolsag ¢, ami a fény vakuumbeli terjedési
sebességének intenzitasa. Ezutan valasztunk egy c sugarQ nyilt félgdmb
feliiletet, amely ugy helyezkedik el az a és B sikok kdzott, hogy érinti a B
sikot a félgdmb feliilet peremét alkotd korvonal pedig az a sikban van.
Ez utan az OXYZ derékszogli koordinatarendszert ugy valasszuk meg,
hogy Oeca a ¢ sugaru kor kdzéppontja, az OZ tengely pedig athalad a
félgomb feliilet és a B sik érintési pontjan. Ebbol kovetkezik, hogy az OX
és OY tengelyek az a sikban vannak. A B sikban is felvesziink egy oxy
derékszogli koordinatarendszert ugy, hogy az 0 origé az érintési pont
legyen, az ox és oy tengelyek pedig az OX, OY tengelyekkel legyenek
parhuzamosak ¢és az egységek a tengelyeken egyenlék mindkét koordi-
natarendszerben.
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2. A gamma leképezés

Az a sikban levo nyilt korlemez barmely belsé nagy A pontja
meghatarozza annak a helyzetvektorat is. Ezutan az A pontot az a és P
sikra merdleges vetitd sugarral felvetitjik a gombfeliiletre, az 4~ kép-
pontot pedig az O origdbdl a B sikra. Ez a képpont az A’’. Ez euklidészi
geometria eszkozeivel igazolhatd, hogy a két vetités kompozicidja bijek-
tiv leképezés a nyilt korlemezbdl a B sikba. A gamma leképezést a linea-
ris algebra segitsegével is megadhatjuk. Mivel az A pont a ¢ sugard nyilt
korlemez belsd pontja az a helyzetvektora az OXY koordinatarendszer-
ben

(1) a= [zﬂ és |a|? < ¢?

Az A pont merdleges vetitéssel kapott 4’ képpontjanak helyzetvektora az
OXYZ koordinatarendszerben

a,

2) a’' = |az| amelyre ;% + ay? + ag? = ¢?
as

ebbol

(3) az? = c? — |al? vagyis az = +/c2 — |a|?

Az A’ — nek az O origobol a B sikra vetitett 4’ képpontjat ugy kapjuk
meg, hogy a a’ vektort azzal a skalarral szorozzuk, amelynél a szorzat-
vektor végpontja (A’’) a B sikban van. Azaz
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a; Ya,
4 y Q2| = |Yaz|ésya; = ¢
as Yas

Mivel (3) — bol és (4) — bol kovetkezben y+/c? — |a|? = c. Ebbdl a y-t
kifejezve a kovetkezot kapjuk

1
(5) Y = T7—

| lal?
Cz

azaz az a vektor Lorentz faktorat mit y(a) - val jelélink, ami val6jaban
egy funkcional, egy leképezés amely a vektorhoz val6s szamot skalért
rendel. A 2. abrarol lathato, hogy a OXYZ koordinatarendszerben az a és
az a”’ vektorok kollineérisak és a vektorosszeadas haromszdg szabalya
alapjan

(6) a’'=vy@-a

ami egy bijekcid a nyilt kdrlemez helyzetvektorai és az oxy koordinata-

rendszer helyzetvektorai kozott.
£
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3. Delta vetités

Legyen U pont a B sik egy tetszéleges pontja, u pedig helyzet-
u
vektora az oxy koordinatarendszerben u = [u;] koordinatakkal. Ekkor

az U pont és a OXYZ koordinatarendszerbeli helyzetvektoranak koordi-
natai a két koordinatarendszer kozotti Osszefliggésekbdl kdvetkezden

Uy

(7) Uz
c
Az U pontot Ugy vetitjuk a félgdmb felszinére, hogy a (7) vektort

egy O skalérral szorozzuk azzal a feltétellel, hogy a szorzatvektor vég-

pontja a félgdmb felszinén legyen. Ezt a végpontot U’ — vel jel6ljlk.

Uy ouy
(8) 6 [up| = [Su, és
¢ oc

6%u,? + 6%uy? + 6%¢? = ¢?
A feltételt atalakitva

9) 52(c? + |ul?) = 2
majd a &-t kifejezve
1
10 s —
(10) Tt
Vo

amellyel az u vektor egy faktorat kapjuk és & (u) - val jeldljik.
Az U’ pont u’ helyzetvektora az OXYZ koordinatarendszerben

51{1
(ll) u! - 51{2
éc
melynek meréleges vetiilete az OXY sikra
"o__ 5“‘1 _ ur| _
(12) u' =g _5|u2 5 u

Tehat a §(u) - u leképezés egy bijekcio az oxy sik helyzetvektorai és az

OXY sik kozépponti helyzetii ¢ sugaru nyilt korlemez helyzetvektorai
kozott.
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3. dbra
4. Vektordsszeadas a ¢ sugaru nyilt kérlemezen

Legyen az a és b az OXY sik ¢ sugara kozépponti helyzetii nyilt
korlemezének két tetszdleges vektora, melyek kozos kezddpontja O. Az
a és b vektorok 0sszeadasanak eljarésa:

e gamma leképezéssel felvetitjiik a vektorokat a [ sikra
a—-y(a)-aésb—y(b)-b

e a f sik oxy koordinatarendszerének vektorterében dssze-
adjuk a két vektort és a y(a) - a + y(b) - b 6sszeget, mint
linearis kombinaciot L(a, b) — vel jeldljuk.
L(a,b)=y(a)-a+y(b)-b

e az L(a, b) vektort a delta vetitéssel leképezziik az OXY
sik kdzépponti helyzetii ¢ sugaru nyilt kérlemezére.
§(L(a,b))-L(a,b)
A nyilt kérlemezen az a és b vektorok dsszege definici-
onk szerint
a®db=6L(a b)) L(ab)

Mivel a definicioban csak a klasszikus vektormiiveletek szere-
pelnek ugyanezt a definiciot alkalmazhatjuk a haromdimenzids ¢ sugard
nyilt gémbre is.
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~— C sugaru nyilt korlemez —— —— B sik oxy vektortere —
~ -

gamma

+- L(a,b)

gamma ~

v
=
o
o

a®b=5(L(ab))-L(ab)

~————definicio ————*
4. dbra

Ugyanezt a definiciot kaptuk a ¢ sugaru nyilt gdmb kdzépponti
kezdéponta u és v kotott vektorok 6sszeadasara a hiperbolikus geomet-
riabol is. Ha az u és v Einstein 6sszegét E(u,v) — vel jeldljik, akkor

E(uv) = —w {u+ vt (uv)u} [2] kifejezést kapjuk. Ezek

€2 1+y,

utdn a szamltastechmka segitségével abrazolhatjuk az egyszeriiség ked-
véért az xy sikbodl tetszélegesen valasztott U €s v megengedett sebessé-
geket és kiilonbozo Osszegeiket.
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5. abra
A pirossal abrazolt vektor a nem kommutativ Einsteini vektor-
Osszeadas ereddi kozott az euklidészi geometriabdl levezetett sebesség
Osszeadas eredménye.

r of°]

u 0,72 12°

v 0,82 56°
E(u,v) 0.96 29°
E(v,u) 0.96 44°
u@v 0,92 38°
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